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Ghsduwphqw ri Hfrqrplfv
Hfrq<:6/ Ehwwlqd Nodxv

41 Krphzrun Vroxwlrqv

41 Krphzrun Dvvljqphqw Sureohpv D416 +D417,/ D4144/ D4145/ D4149 +e,/
D4165 +d,)+e,/ D416</ D4179/ D417;1

416 Gh Prujdq*v odzv=

E7 _ A äS ' 7S ^ A S +4,

E7 ^ A äS ' 7S _ A S +5,

Zh suryh Gh Prujdq*v odz +4, e| vkrzlqj wkdw % 5 E7 _ A äS li dqg rqo| li
% 5 7S ^ A S1

% 5 E7 _ A äS
/ % *5 7 _ A
/ d% *5 7 ru % *5 A o
/ d% 5 7S ru % 5 A So
/ % 5 7S ^ A Sé

Gh Prujdq*v odz +5, fdq eh suryhq vlploduo| e| vkrzlqj wkdw % 5 E7 ^ A äS li dqg
rqo| li % 5 7S _ A S1

% 5 E7 ^ A äS
/ % *5 7 ^ A
/ d% *5 7 dqg % *5 A o
/ d% 5 7S dqg % 5 A So
/ % 5 7S _ A Sé
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417 Ohw U eh dq lqgh{ vhw1 Wkhq/ Gh Prujdq*v odzv duh=

E_ðMU7ðäS ' ^ðMU7Sð +6,

E^ðMU7ðäS ' _ðMU7Sð é +7,

Zh suryh Gh Prujdq*v odz +6, e| vkrzlqj wkdw % 5 E_ðMU7ðäS li dqg rqo| li
% 5 ^ðMU7Sð 1

% 5 E_ðMU7ðäS
/ % *5 _ðMU7ð
/ d% *5 7ð iru vrph ð 5 Uo
/ d% 5 7Sð iru vrph ð 5 Uo
/ % 5 ^ðMU7Sð é

Gh Prujdq*v odz +7, fdq eh suryhq vlploduo| e| vkrzlqj wkdw % 5 E^ðMU7ðäS li dqg
rqo| li % 5 _ðMU7Sð 1

% 5 E^ðMU7ðäS
/ % *5 ^ðMU7ð
/ d% *5 7ð iru doo ð 5 Uo
/ d% 5 7Sð iru doo ð 5 Uo
/ % 5 _ðMU7Sð é
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4144 Frqvlghu sE%ä ' %21
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Judsk ri sE%ä ' %2 zkhuh ( ' U dqg - ' U ru - ' Un1

+d, ( ' U dqg - ' U1 Wkhq/ U ' Un dqg wkh ixqfwlrq lv qhlwkhu rqh0wr0rqh/ qru
rqwr1

+e, ( ' U dqg - ' Un1 Wkhq/ U ' Un dqg wkh ixqfwlrq lv rqwr/ exw qrw rqh0wr0rqh1
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Judsk ri sE%ä ' %2 zkhuh ( ' Un dqg - ' U ru - ' Un1

+f, ( ' Un dqg - ' U1 Wkhq/ U ' Un dqg wkh ixqfwlrq lv rqh0wr0rqh/ exw qrw rqwr1

+g, ( ' Un dqg - ' Un1 Wkhq/ U ' Un dqg wkh ixqfwlrq lv rqh0wr0rqh dqg rqwr1
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4145 Wkh ixqfwlrq ghslfwhg lq Iljxuh D41;+d, lv rqwr/ exw lw lv qrw rqh0wr0rqh1 Wkhuh0
iruh dq lqyhuvh ixqfwlrq grhv qrw h{lvw1 Wkh ixqfwlrq ghslfwhg lq Iljxuh D41;+e,
lv rqh0wr0rqh/ exw qrw rqwr vlqfh sE(ä ' sEdfc �oä ' dfc �

2
o 9' dfc �o ' -1 Iru

- ' dfc �
2
o dq lqyhuvh ixqfwlrq zrxog h{lvw1

4149 +e, Ohw 7 dqg A eh frqyh{ vhwv1 Vkrz wkdw 7 ý A ì i% 5 U? m % ' r ý |
iru vrph r 5 7 dqg vrph | 5 Aj1 Ohw 7+c ì+ 5 7 ý A dqg b 5 dfc �o1 Wr vkrz=
b7+ n E�ý bäì+ 5 7 ý A ru htxlydohqwo|=

b7+ n E�ý bäì+ ' rý | iru vrph r 5 7 dqg vrph | 5 Aé +8,

Vlqfh 7+ 5 7 ý A / 7+ ' 7rý 7| iru vrph 7r 5 7 dqg vrph 7| 5 A 1
Vlqfh ì+ 5 7 ý A / ì+ ' ìrý ì| iru vrph ìr 5 7 dqg vrph ì| 5 A 1
7 frqyh{ lpsolhv rb ì b7rnE�ýbäìr 5 7 dqg A frqyh{ lpsolhv |b ì b7|nE�ýbäì| 5 A 1
Doo wkh deryh lpsolhv wkdw

b7+ n E�ý bäì+ ' bE7rý 7|ä n E�ý bäEìrý ì|ä

' db7rn E�ý bäìroý db7|n E�ý bäì|o
' rb ý |b/

zklfk suryhv +8,1
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4165 Wkh E? ý �ä0glphqvlrqdo xqlw vlpsoh{ lv gh?qhg e| 7?3� ì i% 5 U? m % 5 U?n
dqg

S?
ð'� %ð ' �j1

+d, Iru ? ' 2 zh kdyh 7� ' iE%c +ä 5 U2 m %c + è f dqg %n + ' �j ' iE%c +ä 5 U2 m
% 5 dfc �o dqg + ' �ý %j1
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7� lv wkh olqh vhjphqw frqqhfwlqj wkh srlqwv Efc �ä dqg E�c fä1

+e, Lq rughu wr suryh wkdw 7?3� lv d frqyh{ vhw/ zh kdyh wr vkrz wkdw iru dq| % '
E%�c é é é c %?ä 5 7?3�/ dq| + ' E+�c é é é c +?ä 5 7?3�/ dqg dq| b 5 dfc �o=

b%n E�ý bä+ ' Eb%� n E�ý bä+�c é é é c b%? n E�ý bä+?ä 5 7?3�é

Qrwh wkdw % 5 7?3� dqg + 5 7?3� lpso| wkdw %c + 5 Un dqg
S?

ð'� %ð '
S?

ð'� +ð '
�1 Vlqfh b è f dqg %c + 5 Un/ iru doo ð 5 i�c é é é c ?j= b%ðnE�ýbä+ð è f1 Khqfh/
b%n E�ý bä+ 5 U?n1 Ixuwkhupruh/

?[
ð'�

db%ð n E�ý bä+ðo '
?[
ð'�

b%ð n
?[
ð'�

E�ý bä+ð

' b
?[
ð'�

%ð� ~} �
'�

nE�ý bä
?[
ð'�

+ð� ~} �
'�

' bn E�ý bä
' �1

Khqfh/
S?

ð'�db%ð n E� ý bä+ðo ' � dqg b% n E� ý bä+ 5 U?n1 Wklv suryhv wkdw
b%n E�ý bä+ 5 7?3�1
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416< Xvh Eurxzhu*v ?{hg srlqw wkhruhp wr vkrz wkdw wkh htxdwlrq ULtE%äý%ý �
2
' f

kdv d vroxwlrq lq wkh lqwhuydo dfc Z
e
o1 Ohw sE%ä ' ULtE%äý �

2
1
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Wkh ixqfwlrqv sE%ä ' ULt%ý �
2
dqg ìsE%ä ' %1

Zh suryh wkdw sE%ä kdv d ?{hg srlqw lq wkh lqwhuydo dfc Z
e
o1 Qrwh wkdw rq dfc Z

e
o/ sE%ä

lv d vwulfwo| ghfuhdvlqj1 Wkxv/

sEdfc
Z

e
oä ' dsE

Z

e
äc sEfäo ' d

�

2

s
2ý �

2
c
�

2
o # dfé2c féDo # dfc

Z

e
oé

Ohw 7 ì dfc Z
e
o1 Khqfh/ 7 lv qrqhpsw|/ frqyh{/ dqg frpsdfw +forvhg dqg

erxqghg,1 Ixuwkhupruh/ s G 7 $ 7 lv frqwlqxrxv +ULt lv d frqwlqxrxv ixqf0
wlrq/ vr ULt% ý �

2
lv dovr frqwlqxrxv,1 Khqfh/ xvlqj Eurxzhu*v ?{hg srlqw

wkhruhp/ wkhuh h{lvwv d ?{hg srlqw %W 5 7 vxfk wkdw sE%Wä ' %W1 Wkxv/ iru
%W 5 dfc Z

e
o/ ULtE%Wäý �

2
' %W / ULtE%Wäý %Wý �

2
' f1 Vr/ %W vroyhv wkh htxdwlrq

ULtE%äý %ý �
2
' f lq wkh lqwhuydo dfc Z

e
o1
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4179 Ohw sE%ä ' @ ü  n K zkhuh @c 5 U? dqg K 5 U1
+d, s ehlqj frqyh{ dqg frqfdyh phdqv wkdw iru doo  c) 5 U? dqg doo b 5 dfc �o

sEb n E�ý bä)ä é bsE ä n E�ý bäsE)ä +frqyh{lw|,

dqg
sEb n E�ý bä)ä è bsE ä n E�ý bäsE)ä +frqfdylw|,1

Ohw  c) 5 U? dqg b 5 dfc �o1 Zh kdyh

sEb n E�ý bä)ä ' @ ü db n E�ý bä)o n K
' b@ ü  nE�ý bä@ ü ) n bKn E�ý bäK
' bE@ ü  n Kä n E�ý bäE@ ü ) n Kä

' bsE ä n E�ý bäsE)äé

Khqfh/ sEb n E�ý bä)ä ' bsE ä n E�ý bäsE)ä/ zklfk suryhv wkdw s lv frqyh{
dqg frqfdyh1 Krzhyhu/ li s lv vwulfwo| frqyh{ dqg vwulfwo| frqfdyh/ wkhq iru doo
 c) 5 U? vxfk wkdw  9' )/ dqg doo b 5 Efc �ä

sEb n E�ý bä)ä ÷ bsE ä n E�ý bäsE)ä +vwulfw frqyh{lw|,

dqg
sEb n E�ý bä)ä : bsE ä n E�ý bäsE)ä +vwulfw frqfdylw|,1

Ohw  c) 5 U? vxfk wkdw  9' )/ dqg b 5 Efc �ä1 Wkhq/ vlploduo| dv ehiruh lw
iroorzv wkdw sEb n E� ý bä)ä ' bsE ä n E� ý bäsE)ä1 Wklv vkrzv wkdw s lv
qhlwkhu vwulfwo| frqyh{/ qru vwulfwo| frqfdyh1

;



+e, Vlqfh d olqhdu ixqfwlrq s lv frqyh{/ lw pxvw eh txdvlfrqyh{1 Vlploduo|/ vlqfh d
olqhdu ixqfwlrq s lv frqfdyh/ lw pxvw eh txdvlfrqfdyh1 Li s lv vwulfwo| txdvlfrqyh{
dqg vwulfwo| txdvlfrqfdyh/ wkhq iru doo  c) 5 U? vxfk wkdw  9' )/ dqg doo
b 5 Efc �ä

sEb n E�ý bä)ä ÷ 4@ isE äc sE)äj +vwulfw txdvlfrqyh{lw|,

dqg
sEb n E�ý bä)ä : 4ð?isE äc sE)äj +vwulfw txdvlfrqfdylw|,1

Uhfdoo wkdw sEb n E�ý bä)ä ' bsE ä n E�ý bäsE)ä1 Vr/ li 4ð?isE äc sE)äj ÷
4@ isE äc sE)äj/ wkhq wkh frqglwlrqv iru vwulfw txdvlfrqyh{lw| dqg vwulfw txd0
vlfrqfdylw| duh vdwlv?hv1 Exw iru dq| @ 5 U? zh fdq ?qg  c) 5 U? vxfk wkdw
 9' ) dqg sE ä ' sE)ä +/ @ ü  ' @ ü ),1 Wkhuhiruh/ s lv qhlwkhu vwulfwo| txdvl0
frqyh{/ qru vwulfwo| txdvlfrqfdyh1

<



417; Wkhuh duh vhyhudo zd|v ri surylqj wkdw sE%�c %2ä ' ýE%�ýDä2ý E%2ýDä2 lv txd0
vlfrqfdyh1 Wkh hdvlhvw zd| suredeo| lv e| xvlqj wkdw d ixqfwlrq lv txdvlfrqfdyh
l> wkh vxshulru vhwv iru doo ohyhov +/ 7E+ä/ duh frqyh{1

7E+ä ' > iru ohyhov + : f lv d frqyh{ vhw/

7E+ä ' iEDc Däj iru ohyho + ' f lv d frqyh{ vhw/

7E+ä ' iE%�c %2ä m ýE%� ý Dä2 ý E%2 ý Dä2 è +j
' iE%�c %2ä m E%� ý Dä2 n E%2 ý Dä2 é ý+j 9' > iru ohyhov + ÷ f

' îWI3+EEDc Dää lv d frqyh{ vhw1
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Wkh ixqfwlrq 5 ' ýE%ý Dä2 ý E+ ý Dä2= vxshulru vhwv1
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Dowhuqdwlyho|/ zh fdq vkrz wkdw sE%�c %2ä lv d vwulfwo| frqfdyh ixqfwlrq xvlqj wkh
gh?qlwlrq ri vwulfw frqfdylw|1 Ohw 7% ' E7%�c 7%2ä/ ì% ' Eì%�c ì%2ä/ 7% 9' ì%/ dqg b 5
Efc �ä1 Wkhq/

sEb7%n E�ý bäì%ä
' ýdb7%� n E�ý bäì%� ý Do2 ý db7%2 n E�ý bäì%2 ý Do2

' ýdbE7%� ý Dä n E�ý bäEì%� ý Däo2 ý dbE7%2 ý Dä n E�ý bäEì%2 ý Däo2

' ýdb2E7%� ý Dä2 n E�ý bä2Eì%� ý Dä2 n 2bE�ý bäE7%� ý DäEì%� ý Däo

ýdb2E7%2 ý Dä2 n E�ý bä2Eì%2 ý Dä2 n 2bE�ý bäE7%2 ý DäEì%2 ý Däo

' ýdbE7%� ý Dä2E�ý E�ý bää n E�ý bäEì%� ý Dä2E�ý bä n 2bE�ý bäE7%� ý DäEì%� ý Däo

ýdbE7%2 ý Dä2E�ý E�ý bää n E�ý bäEì%2 ý Dä2E�ý bä n 2bE�ý bäE7%2 ý DäEì%2 ý Däo

' ýdbE7%� ý Dä2 n E�ý bäEì%� ý Dä2o

nbE�ý bäE7%� ý Dä2 n bE�ý bäEì%� ý Dä2 ý 2bE�ý bäE7%� ý DäEì%� ý Dä

ýdbE7%2 ý Dä2 n E�ý bäEì%2 ý Dä2o

nbE�ý bäE7%2 ý Dä2 n bE�ý bäEì%2 ý Dä2 ý 2bE�ý bäE7%2 ý DäEì%2 ý Dä

' bdýE7%� ý Dä2 ý E7%2 ý Dä2o n E�ý bädýEì%� ý Dä2 ý Eì%2 ý Dä2o

n bE�ý bä� ~} �
:f

dEE7%2 ý Däý Eì%2 ý Dää2 n EE7%2 ý Däý Eì%2 ý Dää2� ~} �
:f +'f rqo| iru 7%'ì%,

o

: bdýE7%� ý Dä2 ý E7%2 ý Dä2o n E�ý bädýEì%� ý Dä2 ý Eì%2 ý Dä2o

' bsE7%ä n E�ý bäsEì%äé
Khqfh/ sEb7% n E� ý bäì%ä : bsE7%ä n E� ý bäsEì%ä/ zklfk suryhv wkdw sE%�c %2ä lv d

vwulfwo| frqfdyh ixqfwlrq1 Khqfh/ sE%�c %2ä lv dovr txdvlfrqfdyh1
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