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71 Krphzrun/ Hfrq <:6/

516 Ohw ñERc +ä ' +Rk�R
q
2 zkhuh kc q ÷ f1 Dovr qrwh wkdw dq| lqgluhfw xwlolw| ixqfwlrq

vkrxog eh krprjhqhrxv ri ghjuhh }hur1 Khqfh/ kn q ' ý�1 Lq rughu wr ?qg d
gluhfw xwlolw| ixqfwlrq/ vroyh
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Qrwh wkdw ñERc +ä ' +Rk�R
q
2 lv d vwulfwo| frqyh{ ixqfwlrq lq ER�c R2ä1

Khqfh/ wkh IRFv duh vx!flhqw frqglwlrqv iru orfdo dqg joredo plqlpd1
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518 Ohw eERc üä ' üRk�� R
k2
2 R

kô
ô vxfk wkdw k�c k2c kô : f dqg k� n k2 n kô ' �1

+d, eERc ñERc +ää ' ñERc +äRk�� R
k2
2 R

kô
ô ' +1 Khqfh/ vlqfh R f/
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Pduvkdooldq ghpdqgv dffruglqj wr H{dpsoh 5161
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+e, E| frqvwuxfwlrq

üE%ä ' 4@ iü 5 X m % 5 øEüäj
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Reylrxvo|/ üE%ä ' f li iru vrph ð/ %ð ' f1

Wr suryh wkdw rxu xwlolw| ixqfwlrq üE%ä lqghhg jhqhudwhv wkh ghpdqg ixqfwlrq

%ERc +ä '
í
k�
R�
+c k2

R2
+c kô

Rô
+
ì
zh vroyh

4@ 
%MU?n

üE%ä ' 4@ 
%MU?n

ë
%�
k�

êk� ë%2
k2

êk2 ë%ô
kô

êkô
v1w1 R% ' +é

Li % lv vxfk wkdw vrph %ð ' f/ wkhq üE%ä ' f zklfk lv reylrxvo| qrw wkh pd{lpdo
xwlolw| ohyho1 Khqfh/ zkhq vroylqj iru d pd{lpl}hu/ zh fdq dvvxph wkdw %ð 9' f1

OERc bä '
í
%�
k�

ìk� í
%2
k2

ìk2 í
%ô
kô

ìkô
n bE�ý R�%� n R2%2 n Rô%ôä E8ïää,

k�
�

%�

ë
%�
k�

êk� ë%2
k2

êk2 ë%ô
kô

êkô
' bR� +7,

k2

ë
%�
k�

êk� ë%2
k2

êk2 �

%2

ë
%ô
kô

êkô
' bR2 +8,

kô

ë
%�
k�

êk� ë%2
k2

êk2 ë%ô
kô

êkô �

%ô
' bRô +9,

R�%� n R2%2 n Rô%ô ' +é +:,

+7,/ +8,/ dqg +9, lpso| wkdw b 9' f1 Wkhq/e| +7, dqg +8,/

k�
í
%�
k�

ìk�
�
%�

í
%2
k2

ìk2 í
%ô
kô

ìkô
k2

í
%�
k�

ìk� í
%2
k2

ìk2
�
%2

í
%ô
kô

ìkô '
bR�
bR2
/

k�%2
k2%�

'
R�
R2
/

%2 '
k2R�
k�R2

%�1

Vlploduo|/ e| +7, dqg +9,/ lw iroorzv wkdw

%ô '
kôR�
k�Rô

%�1

8



Khqfh/ e| +:,/

+ ' R�%� n R2
k2R�
k�R2

%� n Rô
kôR�
k�Rô

%� /

+ ' R�%� n
k2
k�
R�%� n

kô
k�
R�%� /

+ '

ë
� n

k2
k�

n
kô
k�

ê
R�%� /

%W� '
k�

R� Ek� n k2 n kôä
'
k�
R�
+1

Vlploduo|/ zh rewdlq/
%W2 '

k2
R2
+ dqg %Wô '

kô
Rô
+1

519 Ohw eERc üä ' ü R�R2
R�nR2

1

üE%ä ' 4@ iü 5 X m % 5 øEüäj
' 4@ iü 5 X m iru doo R f/ R% è eERc üäj
' 4@ iü 5 X m iru doo R f/ R% è ü R�R2

R� n R2
j

' 4@ iü 5 X m iru doo R f/
R%ER� n R2ä

R�R2
è üj

' 4@ iü 5 X m 4ð?
Rqf

ER�%� n R2%2äER� n R2ä

R�R2
è üj

' 4ð?
Rqf

é
R�%� n R2%2

R2
n
R�%� n R2%2

R�

è
1

Wkxv/ li 4ð?Rqf
k
R�%�nR2%2

R2
n R�%�nR2%2

R�

l
kdv d vroxwlrq/

wkhq üE%ä ' 4ð?Rqf
k
R�%�nR2%2

R2
n R�%�nR2%2

R�

l
1
E8ïää,

%�
R2

n
ýR2%2
R2�

' f dqg
ýR�%�
R22

n
%2
R�

' f,
%�
R22

'
%2
R2�
/ RW� ' R

W
2

u
%2
%�
1

9



Vr/

üE%ä '
RW�%� n R

W
2%2

RW2
n
RW�%� n R

W
2%2

RW�

'
RW2
t

%2
%�
%� n R

W
2%2

RW2
n
RW2
t

%2
%�
%� n R

W
2%2

RW2
t

%2
%�

'
s
%�%2 n %2 n %� n

s
%�%2

' E
s
%� n

s
%2ä

2 +FHV,1
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5143 ZDUS= ìRì% è ìR7%, 7Rì% : 7R7%1 Qrwh wkdw

Rf%f ' e2/ R�%� ' ôS/ dqg R2%2 ' Df1

+d, Frpsduh %fc %�=

Qrwh wkdw Rf%� ' eH dqg R�%f ' ôô1 Wkxv/

Rf%f ' e2 ò eH ' Rf%� +ZDUS vdwlv?hg,/

R�%� ' ôS è ôô ' R�%f dqg Rf%� ' eH : e2 ' Rf%f +ZDUS vdwlv?hg,1

Wkh vhfrqg vwdwhphqw lpsolhv wkdw %� lv uhyhdohg suhihuuhg wr %f/ l1h1/ %� "- %f1
Frpsduh %�c %2=

Qrwh wkdw R�%2 ' ôb dqg R2%� ' eH1 Wkxv/

R�%� ' ôS ò ôb ' R�%2 +ZDUS vdwlv?hg,/

R2%2 ' Df è eH ' R2%� dqg R�%2 ' ôb : ôS ' R�%� +ZDUS vdwlv?hg,1

Wkh vhfrqg vwdwhphqw lpsolhv wkdw %2 lv uhyhdohg suhihuuhg wr %�/ l1h1/ %2 "- %�1
Frpsduh %2c %f=

Qrwh wkdw R2%f ' D2 dqg Rf%2 ' ef1 Wkxv/

R2%2 ' Df ò D2 ' R2%f +ZDUS vdwlv?hg,/

Rf%f ' e2 è ef ' Rf%2 dqg R2%f ' D2 : Df ' R2%2 +ZDUS vdwlv?hg,1

Wkh vhfrqg vwdwhphqw lpsolhv wkdw %f lv uhyhdohg suhihuuhg wr %2/ l1h1/ %f "- %21
+e, Zh qrz kdyh wkdw %f "- %2 dqg %2 "- %�1 Khqfh/ wudqvlwlylw| zrxog lpso| wkdw

%f "- %�1 Krzhyhu/ zkhq frpsdulqj exqgohv %� dqg %f zh irxqg %� "- %f1
Qrwh wkdw %f "- %� dqg %� "- %f fdqqrw eh wuxh dw wkh vdph wlph1 Wkhuhiruh/
wudqvlwlylw| lv qrw vdwlv?hg1

5145 Zh xvh wkh iroorzlqj deeuhyldwlrqv iru dowhuqdwlyhv=

A ' wkhiw

ùA ' qr wkhiw

U ' lqvxudqfh

ùU ' qr lqvxudqfh

;



Wkh vhw ri srvvleoh rxwfrphv htxdov ø ' iEAc Uäc EAcùUäc EùAc Uäc EùAcùUäj1
Zlwk lqvxudqfh/ dq djhqw idfhv wkh jdpeoh

}U ' ER ï EAc Uäc f ï EAcùUäc E�ý Rä ï EùAc Uäc f ï EùAcùUää

dqg zlwkrxw lqvxudqfh

}ùU ' Ef ï EAc Uäc R ï EAcùUäc f ï EùAc Uäc E�ý Rä ï EùAcùUääé

Dvvxplqj wkdw wkh djhqw kdv wrwdo zhdowk ç è ( +srvvleo| ç ' (, dqg wkdw
wkh lqvxudqfh sd|v ( li wkh dvvhw lv vwrohq/ zh dovr kdyh

}U å ER ï Eç ý Uäc f ï Eç ý(äc E�ý Rä ï Eç ý Uäc f ï çä
å E� ï Eç ý Uää

dqg

}ùU å Ef ï Eç ý Uäc R ï Eç ý(äc f ï Eç ý Uäc E�ý Rä ï çä
å ER ï Eç ý(äc E�ý Rä ï çäé

Khqfh/

li üEç ý Uä : RüEç ý(ä n E�ý RäüEçä/ wkhq fkrrvh wkh lqvxudqfh dqg
li üEç ý Uä ÷ RüEç ý(ä n E�ý RäüEçä/ wkhq fkrrvh qr lqvxudqfh1
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5156 Ohw LEçä ' @n Kç n Sç21 Iluvw zh qhhg wr dvvxph wkdw L âEçä ' Kn 2Sç : f1

+d, ulvn dyhuvlrq , L ââEçä ' 2S ÷ f, S ÷ f1 Wkxv/ K : ý2Sç : f1

+e, Vlqfh L âEçä ' Kn 2Sç : f, ç ÷ ý K
2S
1

+f, Ohw } ' E�
2
ï Eç n ûäc �

2
ï Eç ý ûää1 Vkrz wkdw ä. ÷ .E}ä dqg å : f1

E| gh?qlwlrq ri wkh fhuwdlqw| htxlydohqw/ üEä.ä ' üE}ä1

üE}ä '
�

2
d@n KEç n ûä n SEç n ûä2o n

�

2
d@n KEç ý ûä n SEç ý ûä2o

' @n
�

2
Kdç n ûn ç ý ûo n �

2
SdEç n ûä2 n Eç ý ûä2o

' @n Kç n
�

2
Sdç2 n 2çûn û2 n ç2 ý 2ûç n û2o

' @n Kç n SEç2 n û2ä

üEä.ä ' üE}ä

' @n Kç n SEç2 n û2ä

÷ @n Kç n Sç2

' üEçäé

Wkxv/

üEä.ä ÷ üEçä
L â:f/ ä. ÷ çé

Wkhq/
å ' .E}äý ä. ' ç ý ä. : f1

+g, Ghfuhdvlqj devroxwh ulvn dyhuvlrq phdqv wkdw

-â@Eçä '
ë
ýL

ââEçä
L âEçä

êâ
÷ fé

Krzhyhu/ vlqfh Kn 2Sç : f dqg eS2 : f zh kdyh wkdw

-â@Eçä '
ë
ý 2S

Kn 2Sç

êâ
'

eS2

EKn 2Sçä2
: fé
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5158 Ohw q : f dqg üEçä ' kn q *?ç1

-@Eçä ' ýü
ââEçä
üâEçä

' ýý
q
ç2

q
ç

'
�

ç
é

Khqfh/

-â@Eçä ' ý
�

ç2
÷ f

zklfk phdqv wkdw ü Eçä glvsod|v ghfuhdvlqj devroxwh ulvn dyhuvlrq1

5159 Ohw üE%ä ' *? %�n2 *? %21 Ohw R ' E�c �ä1 Qrwh wkdw wkh jlyhq xwlolw| ixqfwlrq lv
gh?qhg ryhu exqgohv ri frpprglwlhv dqg qrw ryhu zhdowkqlqfrph ohyhov1 Lq rughu
wr ghwhuplqh wkh ulvn dwwlwxgh ri wkh djhqw zkhq r>huhg gl>huhqw jdpeohv ryhu
dprxqwv ri lqfrph/ zh ?uvw kdyh wr ?qg wkh lqgluhfw xwlolw| ixqfwlrq dvvrfldwhg
zlwk R dqg +1

4@ 
%MU2n

üE%ä v1w1 R�%� n R2%2 ' +

4@ 
%MU2n

% 5 U2n *? %� n 2 *?%2 v1w1 %� n %2 ' +é

Qrwh wkdw dw d pd{lpxp %� 9' f dqg %2 9' f1

OERc bä ' *? %� n 2 *?%2 n bE+ ý %� ý %2ä E8ïää,
�

%�
' b/

2

%2
' b/ dqg %� n %2 ' +1

Khqfh/ b 9' f dqg �
%�

' 2
%2
, %2 ' 2%�1

Wkxv/ %� n 2%� ' + , %� '
+
ô
dqg %2 '

2+
ô
1

Vr/ wkh djhqwv lqgluhfw xwlolw| jlyhq wkh sulfhv R ' E�c �ä htxdov

ñE+ä ' *?
+

ô
n 2 *?

2+

ô
' *? + ý *? ô n 2d*? 2 n *? + ý *? ôo

' ô *? + n 2 *? 2ý ô *? ôé

Qrwh wkdw ñâE+ä ' ô
+
dqg ñââE+ä ' ý ô

+2
÷ f1 Khqfh/ wkh djhqw zloo eh ulvn dyhuv1
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515< Suryh wkdw iru dq| YQP xwlolw| ixqfwlrq üâââEçä : f lv qhfhvvdu|/ exw qrw vx!0
flhqw iru GDUD1

Qhfhvvlw| Wr vkrz= GDUD , üâââEçä : f1

GDUD lpsolhv wkdw wkh djhqw lv ulvn dyhuv/ l1h1/ üââEçä ÷ f dqg -â@Eçä ÷ f1

-â@Eçä ÷ f/ Y
Yç

í
ýüââEçä
üâEçä

ì
' ýüâEçäüâââEçä3EüââEçää2

EüâEçää2 ÷ f/EüââEçää2� ~} �
Df

ýüâEçäüâââEçä ÷ f1

Khqfh/ ý üâEçä� ~} �
:f

üâââEçä ÷ f1Wkxv/ üâââEçä : f1

Vx!fhqf| Frxqwhuh{dpsoh= üEçä ' çô1 Wkhq/ üâEçä ' ôç2/ üââEçä ' Sç : f/
üâââEçä ' S : f1 Vr/ üâââEçä : f/ exw

-â@Eçä '
EüââEçää2 ý üâEçäüâââEçä

EüâEçää2

'
ôSç2 ý �Hç2

bçe

'
2

ç2
: f +LDUD,1
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